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Figure 1  :  Georg Cantor  ( 1 8 4 5 - 1 9 1 8 ) , vers 1 8 9 4 . 
 
En 1895 et  1897, le m athém at icien allem and Georg Cantor,  né en 1845 à 
Saint -Petersbourg et  m ort  à Halle en 1918, publie dans les Mathem at ische 
Annalen les deux part ies d’un art icle int itulé Cont r ibut ions au fondem ent  de la 
théorie des ensem bles t ransfinis (Beit räge zur Begründung der t ransfiniten 
Mengenlehre
1
) .  La fin du t it re est  t rom peuse car il y expose surtout  l’essent iel 
des résultats qu’il a obtenus sur les nom bres t ransfinis, c’est -à-dire les nom bres 
(cardinaux et  ordinaux)  que sa théorie perm et  d’associer aux ensem bles infinis.  
C’est  le dernier t ravail m athém at ique publié par Cantor, qui est , avec Richard 
Dedekind (1831-1916)  et , dans une perspect ive aut re, Got t lob Frege (1848-
1925) , le découvreur de la théorie des ensem bles. I l y t ravaille depuis 1874, 
                                                 
1. Cantor aurait  envisagé en 1899 la publicat ion d’une t roisième part ie, consacrée au théorème du bon ordre et  




avec la part icular ité de s’intéresser spécialem ent  à la not ion de nom bre t ransfini,  
int roduite en 1883 et  dont  il tente de développer tous les aspects. 
Si l’art icle est  en deux part ies, alors que la seconde est  pour l’essent iel 
prête dès 1895, c’est  notam m ent  que Cantor espère un tem ps pouvoir résoudre 
un problèm e interne à sa théorie sur lequel il bute depuis longtem ps, et  dont  on 
reparlera. Faute d’y parvenir, il se décide à publier cet te seconde part ie. L’art icle 
or iginel com pte environ soixante-dix pages. Nous n’en avons retenu que les six 
prem iers paragraphes (§1 à 6) ,  les plus sim ples, qui const ituent  les débuts de la 
théorie cantor ienne.  
L’art icle de Cantor est  t rès bien reçu par la com m unauté m athém at ique de 
l’époque, ce qui n’a pas toujours été le cas ;  il est  t rès vite t raduit , en français 
notam m ent . La t raduct ion française, supervisée par Jules Tannery (1848-1910) , 
est  due à Francisque Marot te (1873-1945) , qui n’est  pas un m athém at icien de 
grand renom . Elle paraît  en 1899 dans les Mém oires de la Société des Sciences 
physiques et  naturelles de Bordeaux ,  avant  d’êt re reprise sous form e de 
brochure la m êm e année. Usant  d’un vocabulaire m athém at ique daté, elle est  
surtout  souvent  t rès approxim at ive. Nous avons donc choisi de proposer not re 
propre t raduct ion du début  de l’art icle. 
 
Figure 2  : La couver ture des Mathem at ische Annalen  ( 1 8 9 5 )  contenant  l’a r t icle  
de Cantor . Cet te revue (qui existe toujours)  avait  été fondée en 1868 par les 
m athém at iciens allem ands Alfred Clebsch (1833-1872)  et  Carl Got t fr ied Neum ann (1832-
1925) . On relève aussi, parm i les précédents éditeurs, le nom  de Félix Klein (1849-1925)  





I  -  LA THÉORI E ÉLÉMENTAI RE DES ENSEMBLES  
La théorie des ensem bles repose sur le concept  d’ensem ble, dont  Cantor dit  
ceci :  
Par « ensem ble », nous entendons tout  rassem blem ent  M en une totalité 
d’objets m  de not re intuit ion ou de not re pensée, déterm inés et  bien 
différenciés (qui seront  appelés les « élém ents » de M) . 
Quel est  le statut  de cet  énoncé ? L’ensem ble étant  le concept  prem ier de la 
théorie des ensem bles, il ne peut  êt re défini à l’intér ieur de celle-ci. Dans son 
art icle, Cantor ne fait  pas de dist inct ion explicite ent re ce qui const itue une vraie 
définit ion, com m e celle relat ive à la relat ion « plus pet it  que » ent re deux 
nom bres cardinaux, et  les énoncés faisant  intervenir des term es extér ieurs à la 
théorie, dont  la significat ion n’a pas été fixée auparavant . Certains 
m athém at iciens préfèrent  alors parler d’« explicat ion », dest inée à faire 
com prendre un m ot  nouveau par d’aut res m ots de la langue courante et  dont  le 
sens est  supposé connu, com m e c’est  le cas ici.  
Mais Cantor ut ilise justem ent  des term es dont  la significat ion peut  faire 
débat , en part iculier « intuit ion » et  « pensée ». Sans développer ce point , on 
voit  que pour lui, les ensem bles nous sont  donnés au t ravers d’un processus 
psychique ou m ental.  Par ailleurs, « rassem blem ent  » peut  sem bler n’êt re qu’un 
synonym e d’« ensem ble », d’où l’apparence de circular ité de l’énoncé cantorien, 
dont  il ressort  :  
1)  qu’un ensem ble est  toujours une totalité, ce qui est  fondam ental lorsqu’il est  
infini ;   
2)  qu’un ensem ble est  const itué d’élém ents, ce qui situe Cantor parm i ceux qui 
pr ivilégient  l’aspect  extensionnel de la not ion d’ensem ble plutôt  que son 
aspect  intent ionnel. Les prem iers donnent  la liste des élém ents de l’ensem ble, 
par exem ple { 2, 4, 6, 8, 10} ,  les seconds une propriété qui leur est  
com m une, ici « ent ier naturel pair  com pris ent re 2 et  10 » ;  
3)  qu’il est  im possible pour Cantor de définir  l’ensemble vide. 
I l définit  ensuite la réunion d’ensem bles, toujours disjoints, et  la part ie ou 
sous-ensem ble d’un ensem ble donné, aujourd’hui part ie ou sous-ensem ble 
propre. S’il ne définit  pas les relat ions d’appartenance et  d’inclusion, il note que 




Le nom bre cardinal d’un ensem ble est  le nom bre de ses élém ents, com pte 
non tenu de l’ordre dans lequel ils sont  donnés (dans le cas cont raire, on parle de 
nom bre ordinal) . Cantor ut ilise aussi le m ot  « puissance », int roduit  en 1878. I l 
ne désigne pas alors un nom bre à proprem ent  parler m ais sert  à dist inguer deux 
types d’ensem bles infinis :  après avoir m ont ré en 1874 qu’il n’existe pas de 
biject ion ent re N et  R,  Cantor appelle dénom brables ou ayant  la puissance du 
dénom brable les ensem bles en biject ion avec N,  et  cont inus ou ayant  la 
puissance du cont inu ceux qui sont  en biject ion avec R 2. 
 
 
Figure 3  : La le t t re  ℵ ( a leph) , prem ière le t t re  de l’a lphabet  hébraïque. Elle a été 
choisie par Cantor pour sym boliser les cardinaux d’ensem bles infinis (cf. ci-après) . ℵ0,  ici 
représenté, est  le cardinal de l’ensem ble des ent iers naturels. Ce qui suit , com m e l’art icle 
de Cantor, t rouve bien évidemm ent  son principal intérêt  dans le cas des cardinaux 
d’ensem bles infinis. 
 
Cardinaux, ordinaux et  exem ples d’ensem bles 
 
On peut  t rouver d’aut res exem ples que les sim ples nom bres (ent iers, 
rat ionnels, réels,…)  pour illust rer les not ions de cardinaux t ransfinis. 
Définissons sur N × N ( les couples d’ent iers naturels posit ifs)  la relat ion 
d’ordre suivante :  
 
L’élém ent  (1,0)  est  le plus pet it  à venir après une infinité d’élém ents :  
on convient  d’indexer sa posit ion par ω ;  le couple (1,1)  vient  juste 
après et  est  indexé par (ω + 1)  ;  le couple (2,0)  est  indexé par 
ω × 2 =  ω +  ω,  etc. 
L’ensem ble peut  donc êt re indexé (énum éré)  com m e suit  :  
1, 2, 3, …n,… ω,  ω + 1, ω +  2,…, ω +  n,…, ω × 2, ω × 2 +  1, …., ω × 3,… 
ω est  appelé un ordinal – ceci correspond à la not ion d’adject if ordinal :  
(0,0)  occupe la prem ière place (prem ière est  un adject if ordinal) , (n,0)  
                                                 
2. Cet te démonst rat ion, qui est  à l’or igine de la théorie cantor ienne des cardinaux t ransfinis, n’est  pas reprise 
dans l’ar t icle de 1895-1897. I l n’est  fait  qu’allusion à la dist inct ion ent re dénombrable et  cont inu dans la 
démonst rat ion de la form ule (11)  du § 4 (cf. sect ion I V) . C’est  que Cantor n’a pas de solut ion au problèm e 




la (n+ 1) èm e place (ordinal aussi) , et  (1,0)  occupe la place ω (ordinal par 
extension) . 
L’adject if num érique cardinal, quant  à lui, ne prend pas d’ordre en 
considérat ion :  un ensem ble à un élém ent  (cardinal 1) , … à n élém ents 
(cardinal n) , un ensem ble infini à 0א éléments, etc. Le cardinal de 
l’ensem ble ci-dessus (N × N)  est ) 0א  il est  équipotent  à N) . 
 
Pour définir  le nom bre cardinal d’un ensem ble, Cantor dem ande de procéder 
à un double acte d’abst ract ion, ce qui explique le sym bole qu’il ut ilise, 
aujourd’hui rem placé par « card » :  d’abord de l’ordre dans lequel sont  donnés 
les élém ents (pour lui, les élém ents d’un ensem ble sont  naturellem ent  donnés 
dans un certain ordre) , ensuite de ce qui caractér ise leur nature. Et  d’expliquer 
que cela résulte d’un processus m ental, psychologique ou intellectuel, lié à 
« not re faculté act ive de pensée ». Le vocabulaire est  contestable et  l’idée peu 
aisée à m et t re en œuvre. I l faut  com prendre qu’une fois effacé leur ordre et  
élim inée leur nature, les élém ents de l’ensem ble ne sont  plus que ce que Cantor 
appelle des « uns », dont  il ne reste que le nom bre. Soit , par exem ple, quat re 
vaches, données dans l’ordre croissant  de leur poids, quat re pays, donnés par 
ordre alphabét ique et  quat re personnes, données par ordre de taille croissante. 
Faisons abst ract ion, dans chaque cas, de l’ordre donné puis de leur nature 
respect ive de vaches, de pays et  d’individus :  chaque ensem ble n’est  plus 
com posé que de quat re « uns ». 
Mais que sont , d’un point  de vue m athém at ique, ces « purs uns » censés 
exister « dans not re esprit  com m e im age intellectuelle ou project ion de 
l’ensem ble donné » ? Rendus indiscernables, puisque plus r ien ne perm et  de les 
dist inguer, ils doivent  pourtant  êt re différents pour pouvoir êt re « com ptés » :  
Cantor ut ilise les expressions « différents uns » et  « un part iculier » pour 
dém ont rer le théorèm e (8)  ( si deux ensem bles ont  le m êm e cardinal, ils sont  
équipotents) . 
Ses explicat ions m ont rent  qu’il t ient  à faire du nom bre cardinal d’un 
ensem ble un aut re ensem ble, qui lui est  équipotent  ( théorèm e (9)  :  M est  
équipotent  à l’ensem ble card M) , car il veut  assurer à l’ensem ble et  à son 
cardinal un statut  ident ique, ce qui est  à ses yeux capital dans le cas infini :  les 
deux sont  des « objets » intellectuels.  
Ce que Cantor expose un peu avant  aurait  pu lui fournir  une définit ion plus 




ensem bles :  deux ensem bles sont  équipotents s’il existe une biject ion de l’un sur 
l’aut re, c’est -à-dire une applicat ion (une « correspondance » ou une « loi de 
correspondance », dit - il)  de l’un sur l’aut re et  réciproquem ent , ce qu’il appelle 
une « correspondance biunivoque ». Mais bien que Cantor m ont re que la relat ion 
d’équipotence ent re deux ensem bles est  une relat ion d’équivalence et  en fait  « la 
condit ion nécessaire et  suffisante de l’égalité de leurs nom bres cardinaux », il ne 
s’en sert  pas, cont rairem ent  à certains de ses contem porains, pour définir  le 
nom bre cardinal com m e une classe d’équivalence d’ensem bles en biject ion 
m utuelle :  1, par exem ple, peut  êt re défini com m e la classe d’équivalence de 
tous les singletons, tous nécessairem ent  en biject ion. D’une m anière générale, 
Cantor répugne à ut iliser le procédé qui, à part ir  d’une relat ion d’équivalence sur 
un ensem ble d’objets, en définit  de nouveaux, à savoir les élém ents de 
l’ensem ble quot ient  correspondant
3
.   
 
Figure 4  :  Une vision de la  biject ion par le  peint re et  dessi nateur  Max Ernst  
( 1 8 9 1 - 1 9 7 6 )  [ Poèm es visibles, dessins de Max Ernst  dans la revue Le Minotaure,  1934-
1936, in D. Guedj , L’Empire des nom bres,  Gallim ard, 1996, p. 118-119, ©AGADP] .  
 
 
                                                 
3. Étant  donnés un ensemble E et  une relat ion d’équivalence R sur cet  ensemble, l’ensemble quot ient  E/  R est  




I I  -  LE THÉORÈME DE CANTOR- BERNSTEI N  
Au § 2 de son art icle, Cantor définit  une relat ion d’ordre sur les cardinaux, 
qu’il désigne du m êm e signe que pour les ent iers naturels, sans vérifier qu’elle 
en est  bien une extension. La définit ion elle-m êm e ne pose pas de difficulté 
part iculière puisque Cantor prend soin de préciser que le résultat  ne dépend pas 
des ensem bles choisis pour « représenter » les nom bres cardinaux donnés.  
Suivent  t rois proposit ions, dont  voici les dém onst rat ions, que Cantor ne 
donne qu’en part ie. M et  N sont  deux ensem bles tels que a =  card M et  
b =  card N, a <  b est  défini par deux condit ions :   
1°)  il n’y a aucune part ie de M qui soit  équivalent e à N, 
2°)  il y a une part ie N 1 de N telle que N1 ∼ M. 
 
Prem ière proposit ion :  a <  b exclut  a =  b.  Si a =  b,  alors M ∼ N et  il existe une 
biject ion f telle que N =  f(M) . I l y aurait  alors une part ie M1 de M,  à savoir la 
part ie f—1(N1) , telle que M1 ∼ N1 ∼ M (d’après 2° ci-dessus)  ∼ N,  ce qui cont redit  la 
condit ion 1°)  ci-dessus de la définit ion de a <  b.   
 
Deuxièm e proposit ion :  a <  b exclut  b <  a.  Soient  1°)  et  2°)  (cf. ci-dessus)  les 
condit ions sat isfaites par a <  b et  1’)  et  2’)  celles sat isfaites par b <  a :  
- condit ion 1)  sur M et  N :  ∀M1 t .q.  M1 ⊂ M,  ¬ (M1 ∼ N) 4,  
- condit ion 2)  sur M et  N :  ∃N1 t .q.  N1 ⊂ N et  N1 ∼ M,  
- condit ion 1’)  sur N et  M :  ∀N1 t .q.  N1 ⊂ N,  ¬ (N1 ∼ M) ,  
- condit ion 2’)  sur N et  M :  ∃M1 t .q.  M1 ⊂ M et  M1 ∼ N.  
1’)  cont redit  2)  et  2’)  cont redit  1) . 
 
Troisièm e proposit ion :  Si P1 ⊂ P,  de a < card P1 suit  a < card P.  On a 
card M <  card P1.  Les condit ions qui définissent  card M <  card P sont  sat isfaites :  
a. par définit ion, aucune part ie de M n’est  équipotente à P1,  et  donc a fort ior i à P 
( s’il existait  une part ie M1 de M équipotente à P,  il existerait  aussi une part ie 
M2 de M1,  et  donc de M,  équipotente à P1)  ;  
b. par définit ion aussi, il existe une part ie de P1,  donc de P,  équipotente à M.  
@@@@@@@ 
                                                 




Ce que Cantor explique ensuite est  part iculièrem ent  intéressant . S’il est  
exact  que « chacune des t rois relat ions » ent re cardinaux a et  b « exclut  les deux 
aut res », il n’est  pas possible, à ce « stade » de sa théorie, com m e il le dit ,  de 
prouver la com parabilité universelle des cardinaux, c’est -à-dire le théorèm e A 
selon lequel pour « deux nom bres cardinaux quelconques a et  b,  l’une des t rois 
relat ions [ a =  b,  a <  b ou b >  a]  doive nécessairem ent  êt re vérifiée ». Cantor 
prévoit  de revenir plus tard sur la dém onst rat ion de ce théorèm e, m ais il ne le 
fera jam ais.  
Est  alors présentée com m e une conséquence de ce théorèm e A le théorèm e 
B :  
Si deux ensem bles M et  N sont  tels que M est  équivalent  à une part ie N1 
de N et  N à une part ie M1 de M, M et  N sont  aussi équivalents. 
Ce théorèm e porte désorm ais le nom  de théorèm e de Cantor-Bernstein 
(parfois de Bernstein-Schröder) . En 1883, Cantor l’énonce pour la prem ière fois
5
,  
sans preuve, sous la form e du théorèm e C :  
Si M1 est  une part ie d’un ensem ble M, M2 une part ie de l’ensem ble M1 et  si 
les ensem bles M et  M2 sont  équivalents, M1 est  aussi équivalent  aux 
ensem bles M et  M2.  
Schröder donne en 1896 la prem ière dém onst rat ion, en part ie faut ive, de (B) , 
avant  que Bernstein n’en publie la prem ière preuve correcte en 1898. En réalité, 
Dedekind en avait  déjà t rouvé une en 1887, m ais sans, curieusem ent , la publier 
alors. La dém onst rat ion ci-dessous ne fait  pas appel au théorèm e A, m ais au 




Dém onst ra t ion du th éorèm e de Cantor -
Bernste in 
 
Dém onst rat ion du théorèm e B à part ir  du théorèm e C, qui dit  que si 
M2 ⊂ M1 ⊂ M et  M ∼ M2,  alors M1 ∼ M et  M1 ∼ M2.  
 
Les hypothèses du théorèm e B sont  M1 ⊂ M et  N1 ⊂ N,  de façon que 
M ∼ N1 et  N ∼ M1.  I l existe donc une biject ion de N sur M1,  et  donc une 
biject ion de N1 sur une part ie propre de M1,  que nous appelons M2.  On 
a donc M2 ⊂ M1 ⊂ M et  M2 ∼ N1 ∼ M.  Le théorèm e C permet  de conclure 
                                                 
5. G. Cantor, « Über unendliche lineare Punktmannigfalt igkeiten », Mathemat ische Annalen 21, 1883, p. 545-
586 ;  repr is sous la forme d’un ouvrage dont  le t it re est  :  Grundlagen einer allgem ein Mannigfalt igkeitslehre. 
Ein m athemat isch-philosophischer Versuch in der Lehre des Unendlichen,  Leipzig, Teubner, 1883. 
6. La démonst rat ion est  em pruntée à E. Kamke, Theory of Sets,  t rad. F. Bagem ihl, New York, Dover 




que M ∼ M1.  Com m e M1 ∼ N,  on a aussi M ∼ N.  Le théorèm e B est  donc 
établi à part ir  du théorèm e C. 
 
Dém onst rat ion du théorèm e C :   
Les hypothèses de (C)  sont  M2 ⊂ M1 ⊂ M et  M ∼ M2 (on verra que ces 
hypothèses font  de M un ensem ble infini) . Posons A =  M2,  B =  M1 − M2, 
C =  M − M1 (d’où A ∪ B =  M1 et  A ∪ B ∪ C =  M) .  
Le théorèm e (C)  s’écr it  alors sous la form e (C* )  :   
 
Si A, B et  C sont  des ensem bles disjoints, alors (A ∪ B ∪ C)  ∼ A 
ent raîne (A ∪ B ∪ C)  ∼ (A ∪ B)  
 
Puisque (A ∪ B ∪ C)  ∼ A,  il existe une biject ion f de (A ∪ B ∪ C)  sur A.  
Posons A1 =  f(A) , B1 =  f(B) , C1 =  f(C) . Com m e A,  B et  C sont  des 
part ies de (A ∪ B ∪ C) , et  que ce dernier ensem ble est  en biject ion 
avec A,  on a A1 ⊂ A,  B1 ⊂ A et  C1 ⊂ A.  D’où :   
(1a)      A1 ∪ B1 ∪ C1 =  f(A)  ∪ f(B)  ∪ f(C)  =  f(A ∪ B ∪ C) 7 =  A, 
(1b)      A ∼ A1,  B ∼ B1, C ∼ C1, 
(1c)      A1,  B1 et  C1 disjoints (car si A1 et  B1,  par exem ple, avaient  un 
élém ent  com m un x ,  il serait  l’im age par f d’un élém ent  de A et  d’un 
élém ent  de B,  nécessairem ent  dist incts puisque A et  B sont  disjoints ;  
comme A1 ⊂ A,  x  est  un élém ent  de A et  serait  donc l’im age par f de 
deux élém ents dist incts de A ∪ B ∪ C, ce qui cont redit  le fait  que f est  




Puisque f est  une biject ion de A sur A1,  elle applique, com m e 
précédem m ent , A1,  B1 et  C1 sur des sous-ensem bles A2,  B2 et  C2 de A1 
[ cf.  schém a ci-dessus] . D’où :  
(2a)      A2 ∪ B2 ∪ C2 =  A1,  
(2b)      A1 ∼ A2,  B1 ∼ B2,  C1 ∼ C2, 
(2c)       A2,  B2 et  C2 disjoints. 
Du fait  que A ∼ A1 ∼ A2 ∼ …,  on peut  itérer ce processus autant  de fois 
qu’on veut , et  on a en part iculier :  C ∼ C1 ∼ C2 ∼ …. 
 
Posons alors D =  A ∩ A1 ∩ A2 ∩ …. 
Comme B1 ∪ C1 =  A − A1,  B2 ∪ C2 =  A1 − A2,  B3 ∪ C3 =  A2 − A3,  …, 
D ∪ B1 ∪ C1 ∪ B2 ∪ C2 ∪ … =  D ∪ (A − A1)  ∪ (A1 − A2)  ∪ (A2 − A3)  ∪ … 
       =  D ∪ A 
                                                 
7 . f(A)  ∪ f(B)  ∪ f(C)  =  f(A ∪ B ∪ C)  est  une propriété des bij ect ions. 
A1 B1 C1 
A2 B2 C2 
A3 B3 C3 
 




                                        =  A (car D ⊂ A)          
 
Puisque A =  D ∪ B1 ∪ C1 ∪ B2 ∪ C2 ∪ …, on peut  écr ire :  
A ∪ B ∪ C =  D ∪ B ∪ C ∪ B1 ∪ C1 ∪ B2 ∪ C2 ∪ …, d’où :  
A ∪ B =  D ∪ B ∪ B1 ∪ C1 ∪ B2 ∪ C2 ∪ …  
Comme C ∼ C1 ∼ C2 ∼ …, il v ient  (A ∪ B ∪ C)  ∼ (A ∪ B) . 
On a donc prouvé le théorèm e (C* ) , donc le théorèm e (C)  et  par 




I I I  -  LES OPÉRATI ONS SUR LES NOMBRES CARDI NAUX  
Cantor définit  t rois opérat ions sur les nom bres cardinaux :  l’addit ion, la 
m ult iplicat ion et  l’exponent iat ion (soust ract ion et  division font  problèm e dans le 
cas t ransfini) . Là encore, il prend soin de préciser que le résultat  ne dépend pas 
des ensem bles choisis pour définir  l’opérat ion en quest ion. L’addit ion et  la 
m ult iplicat ion de deux cardinaux résultent  respect ivem ent  de la réunion de deux 
ensem bles disjoints et  de leur produit  cartésien. Cantor, qui n’ut ilise pas le m ot  
« couple », appelle cet  ensem ble « ensem ble- liaison ». I l donne une seconde 
définit ion du produit  de deux cardinaux, déjà proposée en 1887, évidem m ent  
équivalente à la prem ière :  elle consiste à rem placer le couple (m ,  n)  par  
l’élém ent  m n,  où m  et  n sont  deux élém ents quelconques de, respect ivem ent , M 
et  N.  Par exem ple, si M =  { a,  b,  c}  et  N =  { 1, 2} , on rem place 1 par { a1,  b1,  c1)  
et  2 par { a2,  b2,  c2} ,  d’où S =  { a1,  b1,  c1,  a2,  b2,  c2} . Les explicat ions de Cantor 
sem blent  bien com pliquées pour quelque chose qui nous paraît  t rès sim ple, m ais 
il est  le prem ier à int roduire la not ion de produit  cartésien de deux ensem bles. Si 
Cantor ut ilise celle-ci pour définir  le produit  de deux cardinaux, c’est  qu’elle lui 
perm et  de définir  l’exponent iat ion dans le cas d’un exposant  t ransfini. Lorsque b 
est  fini, ab est  égal au produit  de b facteurs égaux à a,  m ais, lorsque b est  infini,  
cet te définit ion est  inut ilisable. Cantor veut  une définit ion générale, ce qui n’est  
possible qu’en partant  de celle donnée précédem m ent  pour le produit . À cet  
effet , il ut ilise la not ion d’applicat ion d’un ensem ble N sur un ensem ble M,  qu’il 
assim ile à une correspondance ent re N et  M et  appelle « recouvrem ent  » de N 
par M.  Ce term e a aujourd’hui une aut re significat ion, m ais la not ion est  alors 
nouvelle et  le vocabulaire pas encore fixé
8
.  Pour un lecteur d’aujourd’hui, celui de 
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Cantor est  relâché puisque l’applicat ion désigne tantôt  la loi elle-m êm e – « par 
recouvrem ent  [ …] , nous entendons une loi par laquelle… » –, tantôt  l’im age de 
l’ensem ble – « le recouvrem ent  correspondant  de N sera appelé f(N)  » –, voire 
l’im age d’un élém ent  – « l’élém ent  de M lié à n est  en quelque sorte une fonct ion 
univoque de n et  peut , par exem ple, êt re désigné par f(n)  ». L’exponent iat ion ou 
élévat ion à une puissance est  classiquem ent  définie à l’aide de l’ensem ble des 
applicat ions de N sur M,  que Cantor note (N ⎪ M)  :  si a =  card M et  b =  card N,  
ab =  card (N ⎪ M) .   
 
 
Figure 5  : Écr iture m anuscr ite  de Cantor , le t t re  au m athém at icien frança is 





I V  -  UNE BI JECTI ON ENTRE R ET L ’ENSEMBLE DES APPLI CATI ONS DE N SUR 
{ 0 , 1 }  
Alors que Cantor n’a pas encore parlé spécifiquem ent  des cardinaux 
t ransfinis, il les ut ilise pour m ont rer l’intérêt  de ses définit ions, prouvant  que si c 
est  le cardinal de l’intervalle [ 0, 1]  de R et  ℵ0 celui de N,  alors c =  02ℵ ,  ce qui 
revient  à mont rer que [ 0, 1]  et  l’ensemble des applicat ions de N sur { 0, 1}  sont  
équipotents. Avant  d’exposer sa dém onst rat ion, observons que R est  équipotent  






 est  
une biject ion. Cantor prouve donc que R et  (N ⎪ { 0, 1} )  sont  équipotents, m ais 
le fait  de ne considérer que les réels de part ie ent ière égale à 0 sim plifie la 





La dém onst ra t ion de Cantor 
 
Com m e le m ont re sa form ule (12) , Cantor ut ilise la m ise sous form e 
binaire ou développem ent  dyadique des réels x  de l’intervalle X =  [ 0, 
1]  :  









++++= ννfffx  [ où f(ν)  =  0 ou 1]  
soit  x  =  b1b2…bν…, où les bν sont  égaux à 0 ou à 1. 
0 2 ℵ  est  le cardinal de l’ensem ble des applicat ions de N dans { 0, 1} ,  
soit , puisqu’un développem ent  dyadique est  de fait  une applicat ion de N 
dans { 0, 1} , celui de l’ensem ble D de tous les développem ents 
dyadiques des réels x  de X =  [ 0, 1] . 
 
La difficulté est  qu’il n’y a pas biject ion ent re [ 0, 1]  et  D.  La plupart  des 
réels de [ 0, 1]  ont  un unique développem ent  dyadique, sauf les 
rat ionnels dont  le num érateur est  im pair et  le dénom inateur égal à une 
puissance de deux, qui ont  deux développem ents dyadiques. 0,5, par 
exem ple, a un double développem ent  dyadique :  10000… et  01111… 
(1/ 2 =  1/ 22 +  1/ 23 +  …+  1/ 2n +  …)
9
.  Le prem ier développem ent  est  dit  
« propre », le second « im propre ». 
 
I l y a donc surject ion de D sur [ 0, 1]  m ais pas inject ion. Pour contourner 
l’obstacle, Cantor fait  rem arquer que l’ensem ble des développem ents 
dyadiques « im propres », qu’il note { sν} , est  dénom brable, afin de 
m ont rer que sa cardinalité n’influe pas sur le résultat . Puisque D est  égal 
à l’union de l’ensem ble des développem ents dyadiques propres, 
ident ique à X =  [ 0, 1] , et  de { sν} , on a D =  X ∪ { sν} , d’où 
0 2 ℵ =  card (X ∪ { sν} ) . 
 
Reste à prouver que X et  X ∪ { sν}  sont  équipotents. Pour cela, Cantor 
considère un sous-ensem ble dénom brable { t ν}  de X,  et  écr it  
X1 =  X − { t ν} . On a donc :  X =  X1 ∪ { t ν}  =  X1 ∪ { t2ν-1}  ∪ { t 2ν} 10 et  
X ∪ { sν}  =  X1 ∪ { t ν}  ∪ { sν} . 
Comme X1 ∼ X1,  { t 2ν-1}  ∼ { t ν} , { t2ν}  ∼ { sν} , il v ient  :  X ∼ (X ∪ { sν} ) .   
D’où :  c =  card (N⎪{ 0, 1} )  =  0 2 ℵ . 
 
D’aut res dém onst rat ions, voisines, sont  possibles. Certaines ut ilisent  un 
résultat  que Cantor a prouvé en 1891, à savoir que card P(E)  =  2card E,  d’où 
card P(N)  =  2card N =  0 2 ℵ  (P(E)  désigne l’ensemble des part ies de E) . I l faut  
                                                 
9. Un même réel peut  aussi avoir  deux développements décimaux, par exemple 0,1 et  0,099999999… . 
10. { t2ν-1}  et  { t2ν}  sont  donc respect ivem ent  const itués des éléments de { tν}  d’indices im pairs pour le 




alors m ont rer que [ 0, 1]  et  P(N)  sont  équipotents, en prenant  en com pte, 
com m e ci-dessus, le fait  que certains réels ont  un double développem ent  
décim al.  
Cantor indique d’aut res résultats sur la puissance du cont inu, notam m ent  
ses formules (13)  et  (14)  :  pour tout  ν cardinal fini quelconque ( i.e.  ent ier 
naturel posit if)  cc =ν  et  cc =ℵ0 .  Com m e l’égalité des cardinaux exprim e 
l’équipotence ent re ensembles dont  ils sont  les cardinaux, ces résultats ont  bien 
la significat ion suivante :  
Le cont inu de dim ension ν com m e le cont inu de dim ension ℵ0 ont  la 
puissance du cont inu unidim ensionnel. 
νcc =  est  un résultat  que Cantor a déjà prouvé en 1878, m ais par une 
m éthode plus com pliquée em pruntant  à la géom étr ie et  à la topologie, dans 
l’art icle dont  il donne les références. C’est  à ce propos qu’il avait  écr it  à 
Dedekind, car le résultat  semblait  remet t re en cause l’idée de dimension :  « Je le 
vois, mais je ne le crois pas ». 
Même si l’égalité numérique 02ℵ=c  n’expr ime elle aussi r ien d’aut re que 
l’existence d’une biject ion ent re R et  (N ⎪ { 0, 1} ) , c’est  un résultat  ext rêm em ent  
im portant  aux yeux de Cantor, car il exhibe un lien ent re la puissance c du 
cont inu et  la puissance ℵ0 du dénom brable, seule relat ion que le m athém at icien 
établira jam ais, com me on le verra le plus loin.  
 
 
V  -  UNE «  THÉORI E »  DES ENTI ERS NATURELS  ? 
La théor ie cantorienne des ent iers naturels n’est  pas à la hauteur du reste 
de l’art icle, surtout  lorsqu’on la compare à ses devancières proposées par Frege 
en 1884, Dedekind en 1888 et  Giuseppe Peano (1858-1932)  en 1889. Pour 
Cantor, les ent iers naturels sont  des nombres cardinaux associés aux ensembles 
finis, mais il ne définit  pas la not ion d’ensem ble fini. I l ne peut  affirm er ni que 
c’est  un ensem ble en biject ion avec une part ie finie de N ni que c’est  un 
ensem ble non infini,  puisqu’il n’a encore r ien dit  là-dessus. I l propose donc une 
approche « induct ive » des ent iers naturels, présente pour part ie dans la théorie 




Pour Cantor, com m e pour beaucoup de ses contem porains, la suite des 
ent iers naturels com m ence à 1, défini com m e le cardinal d’un singleton 
quelconque { e0}  :  
À une unique chose, si nous la subsum ons sous le concept  d’un ensem ble 
E0 =  (e0) , correspond com m e nom bre cardinal ce que nous appelons 
« un » et  désignons par 1. 
Les ent iers naturels sont  ensuite définis à l’aide de l’opérat ion successeur 
soit , pour les ensem bles, par réunion d’un ensem ble et  d’un singleton :   
Tout  nom bre cardinal (aut re que 1)  est  la som m e de son prédécesseur 
im m édiat  et  de 1. 
C’est  ce qu’exprime la formule (6)  :  si En-1 =  { e0,  e1,  …, en-1}  et  si en 
n’appart ient  pas à En-1,  alors En =  En-1 ∪ { en}  et  card En =  card En-1 +  1. 
 
I nt roduire 0 sans le définir , comm e le fait  Cantor, ne fait  pas problème :  0 
n’est  pas ici un nom bre mais un sim ple indice. Comme tous ceux qui définissent  
les nombres à part ir  d’ensembles const itués d’élém ents, il ne peut  d’ailleurs pas, 
sans art ifice, définir  0. Mais on peut  lui reprocher de définir  1 après avoir 
expliqué, au tout  début  de son art icle, que  
puisque chaque élém ent  isolé m ,  abst ract ion faite de sa nature, devient  un 
« un », le nom bre cardinal M  est  lui-m êm e un ensem ble déterm iné 
const itué de purs uns. 
On peut  égalem ent  lui objecter de ne pas respecter ses propres notat ions :  
les ensem bles apparaissent  ici avec des parenthèses, comme des unions 
d’ensem bles, et  non avec des accolades, com m e des collect ions d’éléments. C’est  
ainsi que les form ules (2)  et  (5)  sont  incorrectes. I l est  vrai que dès qu’il t raite 
d’ensem bles ordonnés, Cantor en place toujours les élém ents ent re parenthèses. 
Plus grave est  le fait  que sa théorie des ent iers naturels fait  explicitem ent  
usage de la définit ion par induct ion et  du principe d’induct ion com plète sans 
aucunem ent  les just ifier. C’est  le cas dans la formule (6) , selon laquelle 
card En =  card En-1,  et  dans la dém onst rat ion du théorèm e E, où Cantor écrit  :  
I l sera supposé l’exact itude du théorèm e jusqu’à un certain ν et  conclu 
alors com m e suit  à sa validité pour le suivant  ν +  1. 
Le cas de ce qu’on appelle aujourd’hui « définit ion récursive » avait  




Zahlen ? :  il y énonce un théorème qui just ifie de telles définit ions et  lui sert  à 
int roduire les nombres cardinaux finis
11
.  Le principe d’induct ion com plète, qui 
just ifie le raisonnem ent  par récurrence, est  chez lui un théorèm e, tandis qu’il est  
un axiom e de l’ar ithm ét ique chez Peano
12
.  I nterrogé par ce dernier, Cantor 
répond que la définit ion des ensem bles finis et  le pr incipe d’induct ion com plète 
sont  implicites dans sa théorie et  que les nom bres finis sont  ceux qui sat isfont  
aux condit ions de l’induct ion m athémat ique. 
 
 
VI  -  LE PREMI ER CARDI NAL TRANSFI NI  ℵ0  
Le § 6 est  le plus or iginal et  le plus novateur de ceux analysés ici puisqu’il y 
est  spécifiquem ent  quest ion des nom bres cardinaux t ransfinis, m êm e si Cantor 
se lim ite au prem ier d’ent re eux, le cardinal de N,  appelé aleph-0 et  noté ℵ0.  Le 
choix de ce signe, qui date de 1893, n’est  pas le fruit  du hasard  :  ℵ est  la 
prem ière let t re de l’alphabet  hébreu en même temps qu’il désigne le nombre un. 
La définit ion de Cantor, qui écrit  que ℵ0 est  le nombre cardinal de « la totalité de 
tous les nom bres cardinaux finis »,  donc de N,  souffre de ce que sa théorie des 
ent iers naturels est  elle-mêm e faut ive. I l avait  pourtant  une aut re possibilité,  
m ais qui supposait  d’agencer son art icle différem m ent  :  non pas tant  définir  ℵ0 
comme la classe d’équivalence de tous les ensem bles dénombrables, car on a vu 
que ce type de définit ion lui répugne, m ais plutôt  dériver la not ion de nom bre 
cardinal de celle d’ordinal, ce qu’il fait  en 1897 pour ℵ1,  le successeur de ℵ0.   
Le prem ier résultat  d’ar ithm ét ique t ransfinie est  ℵ0 +  1 =  ℵ0 ( formule (2) ) ,  
ce qui revient  à dire que le successeur de ℵ0 est  ℵ0.  I l existe en effet  une 
biject ion de N ∪ { e0}  (e0 ∉ N)  sur N :  on associe par exemple 1 à e0 et  n +  1 à n. 
Une formule telle que (2)  est  évidemment  spécifique des nombres t ransfinis. Si 
on y ajoute les form ules (3)  et  (4) , on caractérise ℵ0 com m e le plus pet it  nom bre 
cardinal t ransfini. 
Cantor ne démontre pas le théorème A − « Tout  ensem ble t ransfini a des 
part ies de nombre cardinal ℵ0 » − avec toute la r igueur souhaitable. I l fait  
observer qu’après avoir supprim é un nom bre fini d’élém ents dans un ensem ble 
                                                 
11. Dedekind, Que sont  et  à quoi servent  les nom bres ?,  t rad. Hourya Benis Sinaceur, dans Dedekind, La 
créat ion des nom bres, Vr in, 2008. 




infini, on peut  toujours en supprim er un aut re, et  que l’ensem ble de tous les 
élém ents ainsi élim inés est  dénom brable. C’est  intuit ivem ent  vrai, m ais affirm er 
qu’il est  possible, après avoir  choisi n − 1 élém ents dans un ensem ble, d’en 
choisir  un n ièm e suppose que cet  ensem ble est  bien ordonné, c’est -à-dire qu’il 
est  muni d’une relat ion ordre telle que toute part ie non vide a un élément  init ial.  
I l y a ici ut ilisat ion im plicite du principe du bon ordre, selon lequel tout  ensemble 
peut  êt re bien ordonné. 
Les formules (5)  à (8)  donnent  d’aut res résultats d’ar ithmét ique t ransfinie :  
(5)  et  (7)  devraient  êt re précédées d’un raisonnem ent  par récurrence ;  (6)  
résulte de ce que N est  égal à la réunion de l’ensem ble des ent iers naturels pairs 
et  de l’ensem ble des ent iers naturels im pairs, ensem bles disjoints dont  chacun 
est  en biject ion avec N.  La preuve de (8)  renvoie à une const ruct ion que Cantor a 
déjà proposée en 1878, dans un art icle dont  la référence est  donnée à la fin du 
§ 6. On regroupe tous les couples dont  la somme des term es est  égale à un 
même ent ier naturel. Ainsi ordonné, l’ensemble de tous ces couples est  en 
biject ion avec N.  
Les théorèmes C − « Tout  ensem ble fini E est  tel qu’il n’est  équivalent  à 
aucune de ses part ies » − et  D − « Tout  ensem ble t ransfini T est  tel qu’il a des 
part ies qui lui sont  équivalentes » − sont  la version cantorienne de ce que 
Dedekind a donné en 1888 sous la form e d’une définit ion :  tout  ensem ble est  
infini s’il est  équipotent  à une de ses part ies propres et  fini dans le cas cont raire. 
Chez Cantor, la dém onst rat ion des deux théorèm es est  fondée sur le théorèm e 
A, dont  on a dit  que la dém onst rat ion est  im parfaite, et  donc sur la not ion de 
cardinalité. Cela est  peu sat isfaisant , m ais cohérent  avec le fait  qu’il a déjà 
ut ilisé, au début  de ce paragraphe consacré à ℵ0,  la dist inct ion ensemble 
fini/ ensem ble infini en recourant  à la not ion de nom bre cardinal. Com m e Cantor 
le dit , ces deux « théorèm es m et tent  le plus dist inctem ent  en lum ière la 
différence essent ielle ent re les ensembles finis et  t ransfinis », déjà ment ionnée 
dans l’art icle de 1878, où il écr ivait  :  
Une part ie d’un ensem ble fini a toujours une puissance plus pet ite que 
celle de l’ensem ble lui-m êm e ;  ce rapport  cesse totalem ent  avec les 





I l y eut  un tem ps une querelle de prior ité ent re Cantor et  Dedekind sur 
cet te quest ion, qu’il est  facile de résoudre au profit  de ce dernier. Certes, la 
définit ion de Dedekind date de 1888, mais en 1878, comm e en 1895, Cantor ne 
donne pas une définit ion m ais une propriété caractér ist ique des ensem bles 
infinis. De plus, alors que ce dernier établit  expressém ent  un lien avec l’idée, non 
prim it ive, de cardinalité, Dedekind la laisse délibérément  de côté. Enfin, on sait  
aujourd’hui que celui-ci possédait  sa définit ion avant  1878. 
 
Figure 6  : Le m athém at icien a llem and Richard Dedek ind ( 1 8 3 1 - 1 9 1 6 )   
La fin du § 6 présente la suite de l’art icle. Cantor prévoit  d’étudier les 
cardinaux supérieurs à ℵ0 et  de mont rer que l’ensemble de tous ces cardinaux, 
m unis de la relat ion d’ordre prolongeant  celle de N,  const itue un « ensem ble bien 
ordonné ». C’est  la prem ière m ent ion explicite de cet te not ion dans l’ar t icle, m ais 
sans la définit ion, qui n’est  donnée que dans sa seconde part ie. Cantor poursuit  
en expliquant  qu’une « loi déterm inée » permet  de const ruire la suite croissante 
des aleph, avec des indices prolongeant  celle des ent iers naturels :  ℵω en 
part iculier (ω est  l’ordinal de N) , est  « le nombre cardinal imm édiatement  
supérieur à tous les ℵν ». Tout  cela nécessite la théorie des types d’ordre et  la 
théorie des nom bres ordinaux, qu’il présente ensuite. La prem ière date de 1884, 
mais sa publicat ion avait  été bloquée par le directeur de la revue à laquelle 
l’art icle l’exposant  était  dest iné ( il a été ret rouvé et  publié en 1970) . La seconde 
est  plus ancienne, puisqu’elle a été publiée en 1883 dans l’art icle dont  Cantor 
donne la référence. Sur cet te hiérarchie des aleph, sa tentat ive a en part ie 




c’est  le nombre cardinal de l’ensemble de tous les types d’ordre des ensembles 
bien ordonnés de cardinal ℵ0.   
I l y a une aut re manière de const ruire une suite croissante de nombres 
cardinaux, de la façon suivante :  étant  donné un nom bre cardinal a,  il est  le 
cardinal d’un ensem ble A,  à part ir  duquel on peut  former l’ensemble P(A) , dont  
le cardinal est  st r ictement  supérieur à celui de A.  Mais ces deux modes de 
const ruct ion ne se recouvrent  pas :  la théorie des ensembles ne permet  pas de 
mont rer que ℵ1,  qui procède de ℵ0 selon le prem ier, est  égal à card R,  lui-m êm e 
égal à card P(N) , et  qui en procède égalem ent , m ais selon le second. C’est  à ce 
propos que Cantor aurait  pu énoncer le théorèm e qui porte désormais son nom , 
et  qui n’apparaît  nulle part  dans l’ar t icle, alors qu’il l’a publié en 1891 :  pour tout  
ensemble A,  card P(A)  >  card A,  de sorte que pour tout  nom bre cardinal a,  il en 
existe un aut re qui lui est  st r ictem ent  supérieur (c’est  sous cet te dernière form e 
que Cantor énonce son théorèm e) . 
 
 
VI I  -  THÉORI E NAÏ VE ET THÉORI E AXI OMATI QUE DES ENSEMBLES  
La théorie cantorienne des ensem bles souffre de plusieurs défauts, qui 
n’enlèvent  r ien à son im m ense m érite et  dont  certains ont  déjà été évoqués. L’un 
d’eux est  l’usage im plicite par Cantor, dans cet  art icle com m e dans d’aut res de 
ses écrit s, du théorèm e du bon ordre, qu’il n’a jamais just ifié de façon 
sat isfaisante bien qu’il perm et te de prouver la comparabilité universelle des 
cardinaux. La prem ière dém onst rat ion est  due à Ernst  Zermelo (1871-1953)  en 
1904. Elle repose sur l’axiom e du choix ,  dont  une form ulat ion est  la suivante :  
Pour tout  ensem ble E,  il existe une fonct ion f de P(E)  dans E,  dite 
fonct ion de choix ,  qui associe à toute part ie non vide X de E un unique 
élém ent  de X.   
La fonct ion f,  en dist inguant  dans chaque part ie non vide de E un élément  
part iculier, fait  de celui-ci l’élément  init ial de celle- là :  E peut  donc êt re bien 
ordonné. Dans le cas de (N,  ≤) , f associe à chaque part ie de N son plus pet it  
élément
13
.  Mais cela n’est  pas toujours aussi simple, et  l’axiom e du choix ne dit  
pas, par exem ple, com m ent  faire de R un ensem ble bien ordonné.  
                                                 




La dém onst rat ion de Zerm elo a soulevé t rès vite des object ions, et  la 
validité universelle de l’axiom e du choix, et  donc du théorèm e du bon ordre, a 
donné lieu à une vive cont roverse. Accompagnée de la découverte simultanée de 
paradoxes dans la théorie cantorienne des ensem bles, elle a donné naissance à 
ce qu’on appelle la « cr ise des fondem ents », qui pose cet te quest ion :  com m ent  
donner aux mathém at iques une base plus solide que ne le fait  la théorie de 
Cantor ? Une réponse aujourd’hui largem ent  adm ise est  celle donnée par 
Zerm elo en 1908. Elle consiste à donner une liste d’axiom es, qui définit  la not ion 
d’ensem ble et  évite les paradoxes connus, tout  en perm et tant  de bât ir  l’essent iel 
des mathémat iques. Cet te théorie axiom at ique des ensem bles, par opposit ion à 
celle, dite naïve,  c’est -à-dire préaxiomat ique, de Cantor, a ensuite été amendée 
par Abraham  Fraenkel (1891-1965) , et  porte le nom  de ZF, ou ZFC si on y inclut  
l’axiome du choix. 
 
Figure 7  : Le m athém at icien a llem and Ernst  Zerm elo ( 1 8 7 1 - 1 9 5 3 )  (Oberwolfach 
Photo Collect ion)  
Elle ne permet  pas de résoudre un problème dont  Cantor ne parle pas dans 
son art icle et  qui a cont r ibué à retarder la publicat ion de sa seconde part ie, 
précisément  parce que, bien que l’ayant  form ulé à de m ult iples reprises, il n’est  
pas parvenu à lui t rouver une solut ion. C’est  le problèm e du cont inu, qui consiste 
à déterm iner le cardinal c de l’ensemble des nombres réels. Après avoir défini ℵ1,  
Cantor aurait  pu énoncer ce qu’on appelle aujourd’hui l’hypothèse du cont inu 
(HC) , dont  il a toujours été convaincu de la vérité :  c =  ℵ1.  I l a m ont ré que 
02
ℵ=c ,  m ais HC dit  aut re chose, à savoir  que 021 ℵ=ℵ .  On sait  aujourd’hui que 




proposit ion indécidable relat ivement  à ZFC. Cela ne signifie pas que HC soit  
absolum ent  indécidable :  les recherches se poursuivent  et  il n’est  pas exclu, sous 
réserve de dépasser les capacités de ZFC, qu’on puisse parvenir à une solut ion 
au problème du cont inu. 
Et  c’est  ainsi que Cantor, en développant  une véritable ar ithm ét ique des 
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